fi 要 


关于 球面 中 紧 致 极 小 子 流 形 某 些 曲率 的 Pinching 问题 , 即 通常 所 谓 的 内 蕴 刚 
性 , 文 [1],[2],[3],[ 四 已 经 有 了 许多 好 的 结果 ,这 些 结果 大 部 分 是 用 第 一 基本 形式 模 
长 的 平方 ,截面 曲率 ,Ricei 曲率 来 刻画 的 ,本 文 首先 讨论 了 球面 中 具有 平行 中 曲率 
向 量 的 紧 致 正 截面 曲率 子 流 形 ,通过 对 子 流 形 的 黎 曼 曲率 张 量 长 度 平方 的 限制 ,得 
到 了 球面 中 该 类 子 流 形 的 一 些 性 质 .另外 ,该 文 还 讨论 了 球面 中 具有 平行 中 曲率 向 
量 的 紧 致 伪 脐 子 流 形 ,通过 对 一 个 等 子 的 最 小 特征 值 的 限制 ,对 该 类 子 流 形 的 第 二 
基本 形式 模 长 的 平方 进行 了 估计 .最 后 ,作者 将 外 国 空 间 进 行 扩大 ,讨论 了 局 部 对 
称 共 形 平坦 黎 曼 流 形 中 具有 平行 中 曲率 向 量 的 紧 致 塘 脐 子 流 形 ,推广 了 徐 兆 棣 广 
[8] 中 的 结果 
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Abstract 


Content: Some curvature problems about the compact minimal submanifold in 
sphere, It is usually called intrinstic rigidity ,papers[1],[2],[3],[4] have obtained many 
good results. Those results are usually described with the square of the length of the 
second fundamental form scalar curvature ,Ricci curvature.At first, this paper 
considers submanifold with pararrel mean curvature vector and positive scalar 
curvature in a sphere, make use of the sphere of the length of the Riemanian 
curvature tensor, some intrinstic rigidity results are obtained .Second, the author 
considers the compact pseudoumbilical submanifold with pararrei mean curvature 
vector in sphere. We use the minimal cigenvalue of a operator: ,we estimates the 
sphere of length of the second fundamental form. At last ,the author explodes the 
ambient space ,considers the ee submanifold with pararrel mean 
curvature vector in locally symmetric and comformally flat manifold, so the 
correspond resuits due to Xu Zhao-di[8] are generalized. 
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comformally flat; pseudoumbilical submanifold 
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球面 和 局 部 对 称 共 形 平坦 黎 曼 流 形 中 的 子 流 形 


1 准备 工作 
我 们 用 S$"? 表 示 (n+p) 维 球面 , 用 N"? 表示 (n+p) 维 局 部 对 称 共 形 平坦 黎 曼 流 
É, M" 表示 它们 的 n 维 子 流 形 , SRM 的 第 二 基本 形式 模 长 的 平方 .H 为 M 
的 中 曲率 ， 本 文中 约定 = 0,w 和 ,分 别称 为 Riemann 联络 的 联络 形式 和 曲率 


形式 ，w 是 一 次 微分 形式 ，@, 是 二 次 微分 形式 ，R, 为 Riemann 联络 的 曲率 张 
Bh, Koco 为 黎 曼 流 形 N"? 的 曲率 张 量 场 , Ky AN 的 Ricci HE, Ry XM’ 
的 截面 曲率 ， Ru 为 M" 的 法 曲率 张 量 K 为 数量 曲率 ， 忆 为 第 二 基本 形式 在 标 
准 基 下 的 分 量 ，tr 于 表示 矩阵 瓦 。 = (ho) 的 迹 .选取 外 围 空 间 的 么 正 局 部 标 架 场 
ee， 使 限制 于 M* 时 ，e, 2, 是 M" 的 切 向 量 ， 约 定 指标 范围 是 


 1< A,B,C.. .sn+pl1si,j,k...s<sn.n+1sa,B,y,...<sn+p 
Ra, wa rrp A Se Enp HIIT RR. 


外 围 空间 有 如 下 结构 方程 
dos - -SD ohn 0 g =0 | (1.1) 
- wo- 了 COMCAawcs "SB Kaho, (1.2) 


当 外 围 空间 是 "时 ， .有 
K asco = (bcbsp 一 a) aes (1.3) 
VIVY 黎 曼 流 形 时 ， 有 


K asco = n+p- aie = A K, + Kacôsp — Kan Sac 
e aô : 1.4 
g- "a — < ba) (1.4) 
Ky "Eek 上} (1.5) 


因为 N 是 局 部 对 称 的 ， 即 Kise 的 协 变 导数 为 0， 故 K 为 常数 ， 
当 限 制 在 M 上 时 ， 有 
w, =0,0,, = yi why = h5 (1.6) 


Gras 


球面 和 局 部 对 称 共 有 形 平坦 黎 曼 流 形 中 的 子 流 形 


1 
da, = "E wi Awy eS > R; G, Aw, (1.7) 
其 中 
Ryu = Km + Y (hh; -hgyht) (1.8) 
do, =-Y oy hws + 了 R 0; AG, (1.9) 
r J : 
其 中 
Rag *Kag + >》 (hiha -hgh&) (1.10) 


当 外 围 空间 是 S"? 时 ， 有 
Rau =) (hahi — heht) (1.11) 
REH hp Mhu RR h, EAKA SARK EA TF 的 协 变 导 数 ， 则 
ha -hh = -Koy | | | (1.12) ` 
hu ~— hos = 5 hs Rye +Y he Raw MMR (1.13) 
引 理 1 外 RM' ÆN H n ERIAK, r= b` trH? , 则 


[| 


(1) | te yeu aa z oa" 
Q [rH 343) -mH Hs Er 
(3) [r (HH) -tr(H Ho)]<7 š [ir(H,H,)} 


3122 EM EN f) n ARENE, WU 
O s> Yr =s: 
2 tr(H?H?) -tr(H,H,)}s 2s? 
2) 2! a) ( p) ]s p 
O JUH) -0H Hs Dr HT 


3/30 (Hopf 引 理 ): 设 (M",g) 是 n 维 紧 致 连通 的 黎 曼 流 形 ，f EC*(M;R)， 
若 Af =0( 或 Af s 0), 则 f=const. 


球面 和 局 部 对 称 共 形 平坦 黎 受 流 形 中 的 子 流 形 


2 主要 结果 
本 论文 研究 了 两 类 空间 中 的 子 流 形 : 球面 中 的 子 流 形 和 局 部 对 称 共 形 平 坦 黎 
曼 流 形 中 的 子 流 形 ， 做 了 三 个 方面 的 工作 ， 列 举 如 下 : 
文 [H],[52],[3],[4] 关 于 球面 中 的 紧 致 极 小 子 流 形 或 者 是 具有 平行 中 曲率 向 量子 
流 形 的 某 些 曲率 的 Pinching 问题 ,已经 有 了 许多 好 的 结果 ,这 些 结果 大 部 分 是 用 第 
二 基本 形式 模 长 的 平方 ,截面 曲率 ,Ricci 曲率 来 刻画 的 ， 比 如 说 : 
定理 外 设 M 是 mn 维 紧 致 Riemann 流 形 ， 浸 入 在 (n+p) 维 单位 球面 中 ， 具 有 


平行 中 曲率 向 量 ，P>1, 若 (Vn +3- San, 则 M 为 S*+z 中 的 一 个 (n+1) 维 全 
测 地 子 流 形 的 超 曲面 . 
EAO 设 M" 是 S"*? 中 的 紧 致 极 小 子 流 形 ， 若 
p-1 
Ry = 2p-1 
SUM" 2 80886, 或 M" 是 5"*? 中 的 Clifford 曲面 , RM =S) ESO PHI 
Veroness fifi. 
， 这 篇 论文 第 一 个 工作 是 研究 了 球面 中 具有 平行 中 曲率 向 量 的 紧 致 正 截面 曲 
率 子 流 形 ,通过 对 子 流 形 的 黎 曼 曲率 张 量 长 度 平方 q 的 限制, 得 到 了 定理 1 
:定理 1 设 M 是 (atp) 维 球面 8"*? 中 的 具有 平行 中 曲率 向 量 的 mn 维 紧 致 正 截面 


曲率 子 流 形 ,如 果 +a <n(n—1) —n(p—1D4 + H*) NJ M 是 全 脐 子 流 形 . 


吴 传 喜 在 文 [6] 中 利用 算 子 上 = -A-3 的 最 小 特征 值 的 估计 ,其 中 A 为 M EE 
用 在 函数 上 的 Laplacian, 给 出 了 Clifford 极 小 超 曲 面 的 一 个 特征 ,得 到 

定理 设 M 是 5"" 的 紧 致 极 小 超 曲面 ,如 果 算 子 上 =-A-'3 的 最 小 特征 值 
不 小 于 -n, 则 M 或 者 是 全 测 地 的 ,或 者 是 一 Clifford 极 小 超 曲 面 


s xs = 为 小 于 n 的 正 整 数 . 


车 对 于 实数 A, 方程 Lf = 和 f 有 非 平凡 解 , 则 称 \ 是 工 的 一 个 特征 值 , 
这 篇 论文 第 二 个 工作 是 利用 了 吴 传 喜 文 [6] 中 的 思想 ,考虑 算 子 了 上 = -AS 
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通过 对 算 子 =-A-23 的 最 小 特征 值 的 估计 ,给 出 了 (n+p) 维 球面 Sr 中 紧 致 的 


具有 平行 中 曲率 向 量 的 伪 脐 子 流 形 的 一 个 特征 ， 得 到 了 定理 2. 
定理 2 W M 是 (n+p) 维 球面 S"*" 中 紧 致 的 具有 平行 中 曲率 向 量 的 n 维 伪 脐 


子 流 形 ,如 果 算 子 = -A-35 的 最 小 特征 值 和 ADF nH? IWJ 


(1) M 具有 平行 的 第 二 基本 形式 . 
(2) S<pn(i+H’). 


徐 兆 棣 在 文 [8] 中 证 明了 
CR 设 M* 是 局 部 对 称 共 形 平坦 黎 曼 流 形 We 中 的 紧 致 极 小 子 流 形 且 
M 的 法 从 是 平坦 的 ,车 - | 
I n oP K 


S<: (Št. -T, - 


n+p-2 -  n+p-1 
“ 则 ,M" 是 全 测 地 子 流 形 . 

这 篇 论文 第 三 个 工作 是 将 徐 兆 棣 在 文 [8] 中 结果 中 的 子 流 形 扩大 到 具有 平 
行 中 曲率 向 量 的 伪 脐 子 流 形 ,并 且 删除 了 M 是 法 从 平坦 这 一 条 件 ， 得 到 了 定理 3 
和 定理 4， 

定理 3 设 M* 是 局 部 对 称 共 形 平坦 黎 受 流 形 N" 中 具有 平行 中 曲率 向 量 
“的 n 维 紧 致 伪 脐 子 流 形 , 若 


n K 


z p-1 2 E 
Ssh topa T, TE o, 
则 ,M' 是 全 脐 子 流 形 。 


定理 4 设 M" 是 局 部 对 称 共 形 平坦 歼 曼 流 形 N"? 中 具有 平行 中 曲率 向 量 
的 n 维 紧 致 伪 脐 子 流 形 , 若 | 
a M n s 


TERN 
n+l n+p-2 n+p-1 


则 , M" 是 全 脐 子 流 形 , 
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3 定理 的 证 明 
3.1 定理 1 的 证 明 
设 M" 是 球面 S*** 中 的 具有 平行 中 曲率 向 量 的 紧 致 正 截面 曲率 子 流 形 ,万 为 
M 的 中 曲率 向 量 ，M 的 Ricci 曲率 张 量 定义 为 2 Ry, 其 中 ,局 =J Ray ,其 发 


度 的 平方 为 z =D ,M 的 数量 曲率 为 R= 》 Rs ,M 的 黎 曼 曲 率 张 量 长 度 的 平 
WHg=) R. 
g 


在 证 明定 理 1 之前， 首先 给 出 两 个 命题 
命题 1 加 We aici TRE, MRM 是 具有 平行 中 曲率 向 量 
的 子 流 形 , 则 
phim =0, H Sia: “arnt “n+p. 


AEW RM ERES 中 的 具有 平行 中 曲率 向 量 的 紧 致 正 截面 曲率 子 
流 形 , 则 M" 是 伪 脐 子 流 形 ， 即 
hj” = Hó, ` 
证 明 因为 M 是 球面 S“**?" 中 的 具有 平行 中 曲率 向 量 的 子 流 形 , 故 H 为 常数 ， 
选取 e,, 为 单位 平均 曲率 向 量 ，e, 在 法 丛 中 平行 ， 故 有 ' 


be J = 0, yh sO (3.1) 
-at 了 大 se i uae? a =0 (3.2) 
to, =Oms, 8 


Disa 


O=dw,,,, = —_— + s Dye AO. ` 
m Za A. - -imo 
= XXW A) ho 
= "yasa Q AO, (3.3) 


所 以 ， 有 
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R, 
另外 ， 由 文献 [5}， 有 


DINAN - YY D yun, 
+Z DM Rom +h Roa) (3.5) 


+la fk = 0, (H.H, x 五 .万 (3.4) 


由 (3.1),(3.4) 可 知 (3.5) 式 为 
P = š h” be Rug + ha Rast) 
AAH aA EMAA, LAT 216, ， 由 上 式 得 ， 
1 fyL1\Z 1 开 #41\ 了 ntlp nel 
ayo ) 1-5 21Z@ Fle -SRN Wee |e 

= > (he Y + Dip ag” 

-Poy » We AS Rage + Me Rage) 


“DUEY + SAC Ra + Rex) 


ntl\2 1 | 
-BUY JA -37Rwr0 
由 Hopf 引 理 得 eee 
7 const, a(S 0090 
， 由 以 上 各 式 可 得 
hy =0, hj" = const 


SA-AYR aan 0 | 
| 因为" 是正 截面 曲率 子 流 形 ， 即 Ra >0, 所 以 由 上 式 可 得 


A =24,=... 4. =H 
Bl hi = Hd,» MAM" EE sete 的 伪 脐 子 流 形 . 证 毕 . 
定理 1 的 证 阴 
首先 证 明 以 下 等 式 


球面 和 局 部 对 称 共 形 平坦 歼 受 流 形 中 的 子 流 形 
3q+r =nR- = [DH Rue +h R. )|+nH°R (3.6) 
avatl 


利用 Gauss 方程 (1.8) #1 (1.3) ,直接 计算 可 得 
sat -ERR + Z ZR XY Ra) 
-3 Kn Bee + 2 aR, + 
YX -DR + Y OA HE ad 
KR + Z Ka R, 
| -1X6, -8n p Rya + (Oba ~ 8185 Ran 
Eruan r: a R. of hice - 2558 | 
YSI sayna Y Ran “OR 
所 以 | 
3a+r =nR+ Ep) (Keh, -AEhS Rian “Sens -DR G7) 
对 于 固定 的 <， AME BERIT), KONA, ng 2428, 
现 假定 a xn+1， 有 
7 10; -Eh Rian + Ohi -HEH YR pya 
| = Ran -+ Yana. + YH KaRu DHERA R 
-IDAN Ry AYER +0- YA A Rin 
= DAA Ry “3 Ry; = XG -A FRy (3.8) 


2 (RR. +H R.) 


ROA GMMR EER SRE POT HE 
= phil A Rasa + Ro 
m DAA Ruam + SAA Ra 
E LAY mw 
“ae -AF Y Ry (3.9) 
当 c =n+1 时 ， 由 命题 2 得 | 
IDO H KRYR ym + D Ga HH Rag 


1 n+ ar 1 n+ a+ at a+ a+ n+ 
on kale “a phi i Ryn + SN "Bis R njn s ‘hi Renin 


- ya ey SDH kau D Ran- Mi R nin 
i =nH?R ~ I (3.10) 
故 ,把 (3.8) BARRA (3.7) 式 可 得 (3.6) 式 . 
利用 Gauss 方程 (1.8) A (1.3) 式 得 
DP Rese + WER)” 


=m +nll?c+ y Ca -r(H2H3)|- Y Be GAD 


„aant ment. 


其 中 ， T= y pay 


aan +1 JJ 
又 因为 
H, „H, = HH,, (3.12) 
Y [r(#_B,.)P = 0 (3.13) 
aen+] 
所 以 


Zq+r=nR-mr nir +nH°R+ k [m (H}H;)-tr(H, Ho) |+ É [7(H,H,)} 
apranti a,pentl 
又 因为 
tr(H2H;)-tr(H,H,)° 
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A 
A 


= Diary -(4* (ae Il (ney = DW- PE ) =0 
因而 有 
[r(H2H2)-m(H,H,Y]z0 ` (3.14) 


| 
对 于 a, nn+l 因 为 Hs = (rr( 互 。 万 *)) 是 (p-1) 阶 对 称 和 矩阵 ， 所 以 可 取 法 标 架 场 ， 


使 得 wv(H,H;) = tH Say ， 故 


in, H,)F = a (3.15) 


AAM" ER RSIS 中 的 子 流 形 , 由 Gauss 方程 (1.8) 得 ， M" 的 Ricci 曲率 
“ 张 量 的 分 量 为 | I 
= -Zaw n-1)ô, + DP- -heh ) 
所 以 M" 的 数量 曲率 为 
R= DR -n(n -D+ DH) -Y YY 


=n(n-1)+n?H? -S 


因为 

R =n(n-1)+ w H’ - (ç +nH’) 

zn(n-1)-t ` 

所 以 

1 ; 2 te, © s 

—q+rznR-mnc-nH ‘t+nH'R+—t 

2 p-l 

em (n=1)~2er nir +nH?R+——14 
P- 

XAA 


nH°R z -nH*z 
所 以 有 
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54 tren (n-)-2m-2H*r ir (3.16) 


szil- p -Dt n(n D -rp -D+ HY 


zn°(n-1)-n’(p-1(1+H’°F (3.17) 
注意 到 
r= Sp Ru)? = Day Ri sny Ru = nq | (3.18) 
所 以 有 | 


+a = n(n -1)-n(p-1X1+H’y (3.19) 
所 以 当 定 理 的 条 件 成 立时 ,， 即 (二 +D)q <a(a-D-n(p-D0+ Hy, H (3.19) 知 


. OH (+14 =n(n-1)-n(p -Il+n?y , (3.14) -(3.19) 均 取 等 号 , 所 以 (3.14) `, 
式 变 成 (r (H2H})- (H, H,}]=0, 再 利用 (3.12) K, WE 
H,H, =H,H,, ‘Wa,p (3.20) 
(3.20) 式 意味 着 M HEAP, PLR, =0， 由 (3.1) 和 (35) FAR, 20, 
直接 计算 可 得 
1 a £ F. a 
PV ANEY E 
-Dt a) +S 2 RA +h Russ) 


a 1 a a 
-D wy + DA -X YR =0 
由 于 M 是 紧 数 的 ， 所 以 由 Hopf RTM, ha =0,Va,i, j,k: 即 M 具有 平行 的 第 
”二 基本 形式 .并 且 对 于 固定 的 ag, 有 4 =A, Ni j, 所 以 若 a wn+l 了 N=0， 则 


Af -0， 故 当 a wn+Lhr =0， 可 得 r=0，M OFS HER FRE SP, 
又 因为 M 是 伪 脐 子 流 形 ， 所 以 M 是 全 脐 子 流 形 . 
定理 1 证 毕 
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3. 2 定理 2 的 证 明 
由 命题 2 可 知 , RBs 中 具有 平行 中 曲率 向 量 的 伪 脐 子 流 形 是 球面 s”*? 中 
的 具有 平行 中 曲率 向 重 的 紧 致 正 昌 率 子 流 的 形 的 推广 , 作者 继而 研究 了 球面 5**? 
中 的 具有 平行 中 曲率 向 量 的 伪 脏 子 流 形 . 设 M"* 是 等 距 浸 入 在 (n+p) 维 球面 S"+ 中 
紧 致 的 具有 平行 中 曲率 向 量 的 伪 脐 子 流 形 . 
在 证 明定 理 2 之 前 ， 首 先 给 出 一 个 命题 . 
命题 四 设 M 是 s**? 中 的 n 维 子 流 形 , 则 有 
| FCN ssl OY 
证 明 利用 Schwarz 不 等 式 , 有 
Deny ST TY 
£ aj L off of 


=D YD aY 
+ 本， 
=s> ey 
命题 得 证 . 
定理 2 的 证 明 
FEM Ay 的 一 次 和 二 次 共 变 导数 分 别 定义 为 
Ege, =dh2 “Dro, -Ehu -DM | (3.21) 
! Xh = dha Pika, ~ Dain - Erw yes (3.22) 
因为 Codazzi 方程 是 hs -hi = -Kx ， 在 常 曲率 空间 中 Kx =0, M 
he = hi . (3.23) 
由 文 [5]， 
hpu — h, = Y ho Ray + > AR 一 2 Raw (3.24) 
HREM 的 中 曲率 向 量 ,假定 e,, 5 H 47, M 是 伪 脐 的 ， 意 指 
a =n +1f#f, Y hg -mnH,a>a+] 时 ,2 hç =0,h5" = Hô; i (3.25) 
按照 文献 [5] 的 计算 ,可 得 


Dy Ag = OS hyh +0 — (H, Y + oer (A rH, 
“ j “ if “ wd 


H 


球面 和 局 部 对 称 共 形 平坦 黎 曼 流 形 中 的 子 流 形 
—2) NH) - 7H HY | Lil H) 
M 是 具有 平行 中 曲率 向 量 的 子 流 形 , 故 由 定理 1 的 命题 1 可 得 
22 ha =0 
由 (3.25) 式 
Lk, y= mH Dorn, \rH, =nH7S 


且 由 文献 [7], 当 p>1 时 ,有 
-29 [ir (HiH})— 17H) )—- Dler(H Ay > -žs? 
ae af 


由 于 M 2G f ñE, A 
: B S>nH? 
故 ， 由 (3.27) 一 (3.30) 式 ,(3.26) 式 为 


l Ena > (nH? -38)s 
s a j 


(3.26) 


(3.27y 


(3.28) 


(3.29) 


(3.30) 


63) 


令 f 为 任意 的 光滑 函数 , f =0, 因 为 》 为 工 的 最 小 特征 值 , 则 由 方程 矿 = Af, 


Af Peis fana 
£ ; M M 
对 任意 的 常数 a >0, 令 | 


NAL ree 
经 过 直接 计算 可 得 


N -FIS to) la = Lis +a)? Daeg 
=-(§ +a)? YOR +(S XC) +(S +a)? Sag ahs 
4 j w. 
Af, =(S +a) PS +a) (ha) — 2 3 局]+(S +a) Aah 
jk B s nif 


>(S+a) [SAY — (》 hhg) +S +a) 2 > Aly 
‘jk k wj P 
其 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 》 h) =0. 


出 命题 和 (3.34) 式 ,有 


832) 


(3.33) 


(3.34) 


球面 和 局 部 对 称 共 形 平坦 黎 受 流 形 中 的 子 流 形 


Af, >(S +a) Ai 
odj 
把 (3.31) 式 代入 (3.35) 式 ,有 


Af, 2(S +a)? (aH? -35)5 


于 是 
fh, 2 (aH -35)5 
从 而 有 
条 x 3 3 
SL(E)=— fA, -3 Salt? ~55)S —=S(S +a) 
= H° +=a)s f 
由 (3.32) 式 


| flf) -Ht fsa 
2 s A oa 
Je JEt 
由 于 a 的 任意 性 ,在 (3.39) 式 中 令 a 一 0， 即 得 
: ep f X <—nH°. 
由 定理 2 的 条 件 和 > -nH 知 : wnt? <), Sta: 
故 


=-nH? 


(3.35) 


(3.36) 


(3.37) 


(3.38) 


(3.39) 


于 是 可 知 ,(3.32)-《3.39) 式 所 有 的 等 号 均 成 立 , 特 别 地 ,(3. 34) 式 中 等 号 成 立 从 而 


tha y =0 
即 
hs, =0,Vo,i, j,k 
故 M 具有 平行 的 第 二 基本 形式 
由 (3.22) 式 得 
hig, =0 


(3.40) 式 代入 (3.24) 式 ,并 令 !=i, 作 和 
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(3.40) 


球面 和 局部 对 称 共 形 平坦 化 晕 流 形 中 的 子 流 形 
DR + hi Rae = DM Ra 6841) 
im im aot 
ERARE 3e nz , 作 和 
DD SER t SWANS Ross = Y Y MGM Rg (3.42) 
a ikm a jim ag ijk 
将 Gauss 方程 (1.8) 和 Ricci 方程 (1.10) 代 入 上 式 (c=1), 有 
ripe Re 
a jkm 
= F 2 hi he, [ned z 69 5) + j (hihi -hihi )] 
- Y ae - Y S, hyhi + pret, y- dle It 
=S-n'H? + B"H, y- iret, Ni f 
Ym, 
«om Bs 7 I ; 
- yy (bubs - 4.0.) + Z Wah hE] ` 
=n Y haha- > Dah +nH’S- GER 
=nS -S +nH°S — Dyr (H HG) 
DI | 
Samy cane Hen 
gi 2 
= > > aha hat -hahi hig) 
= J (H.H) -Zi 


所 以 (3.42) 式 变 成 
n$—n H? +nH’S -Y [rHH) = 25 rHIH?) -tr(H,H,)] 


又 因为 文 [5] 
Y [r(H?H?)-tr(H,H,¥ 120 


所 以 可 得 


球面 和 局 部 对 称 共 形 平坦 黎 曼 流 形 中 的 子 流 形 
nS —n'H* +nH°$ — ST [r(H,H,) >0 
ad 2 
i32 可 得 


nS + nli*S -—S* 20 


{tng —“s)s20 
因 s >0, 故 f 
S< pn(ü+H°) 
定理 2 证 毕 . 


球面 和 局 部 对 称 共 形 平 坦 黎 曼 流 形 中 的 子 流 形 


3.3 定理 3 和 定理 4 的 证 明 

我 继而 将 外 围 空间 推广 到 局 部 对 称 共 形 平 坦 黎 曼 流 形 , 讨论 了 局 部 对 称 共 形 
平坦 黎 曼 流 形 中 具有 平行 中 曲率 向 量 的 mn CROMER, 得 到 了 这 类 子 流 形 
的 两 个 内 蕴 刚 性 定理 . | 

设 M" 是 等 距 漫 入 在 (n+ p) 维 局 部 对 称 共 形 平坦 黎 曼 流 形 N" 中 具有 平行 
PREEK n 维 紧 致 伪 脐 子 流 形 .Z 和 4 分 别 表示 Nez 的 Ricci 曲率 的 上 确 界 
和 下 确 界 ,H 为 平均 曲率 ,KK 表示 Ne 的 数量 曲率 ， 有 .表示 M" 的 截面 曲率 的 下 确 
i. 


定理 3 的 证 明 
由 假设 条 件 ,e,,, 在 法 从 中 平行 . 故 同样 有 (3.25) 式 成 立 ， 并 且 有 
Oa =0 (3.43) 
-外 微分 G3.43) 式 ,按照 (3.3) 的 做 法 ， 同 样 可 得 | 
| i (3.44) 


利用 (1.10) 式 
Baap Kenran + D, (hy ha -有 所 ") 
i aa 
K nann ro Ke -6 K, *K,.6,, Kasuba; 


eN 


nelj 


ooh D -6.n6.) 


BA K og OER aap =0, 故 有 yeu hehe) =0, BN 


r H,, H, = HLH, ; I (3.45) 
另外 ,由 文 [8] 中 的 (3.4) 式 ,有 
MAhy -2 [tu(H。Ho 关 -ta(H2H2]- PCC Ds 


va HY tr(H?H,„)- Di HF 


aenel 


hz hg K Ki 
n+p- pr Fr Ms . 


球面 和 局 部 对 称 共 形 平坦 黎 旬 流 形 中 的 子 波形 


ta TA" iep- apd Swe) aiii 
为 M 是 伪 脐 的 , 即 
| hott = Hó, 
故 有 
nH 2 "Hs E.) =nH?c (8.47) 
DH HP -0 (3.48) . 


EEPE (t(U, Hs)) 是 实 对 称 的 ， 故 可 以 取 法 标 架 场 {6。}， 使 其 对 角 化 ， 即 - 


tr(H_,H,) = (trH2)ó,,  G49 
对 固定 的 a， 令 hs = ró; MI 
Yuk. = DANK 
ii sa 
上 式 对 a 求 和 ,有 
PP MS SOD t. sta (3.50) 
另外 ,由 文 {8] 中 的 (3.7 式 , 有 ' 
n : 
pa Pp y] 


由 (3.47)--(3.51) 并 由 引 理 1 得 


Y Sayan; > A = +nH’r +-——--(3t, -T, = 
n+ 


genet i p-2 : ° n+p-1 


= 坊间 - Pa S+nH? + y 65) 


te.-T,- 
n+p-2 n+p-1 


z z n T K 
PPa part) DE +nH ATTE k- 
2 n se SN 
=z[-(a+DS+nH + ——— 3t, -T, Sig (3.53) 


故 当 定 理 3 的 条 件 成 立时 ,由 (3.52) 式 得 
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球面 和 局 部 对 称 共 形 平 组 袭 爱 流 形 中 的 子 流 形 
Yaw =0 
aent J 
i 1 aZ a a 
Dr de) +2 en =0 
由 Hopf 引 理 得 Ar =0， 故 
hey 0, h? Ah? = 0 
L: ay bat i 


故 根据 定理 3 的 条 件 和 (3.52) 式 可 得 


二 
p-l n+p-2 n+p-1 


根据 定理 3 的 条 件 可 知 ,r= 0. 又 由 于 M" 是 伪 脐 子 流 形 , 故 M" 是 全 豚 子 流 形 . 
定理 3 证 毕 ， 

定理 4 的 证 明 ” 
当 定 理 4 的 条 件 式 立时 ,由 (3.53) 式 可 得 


aenel J 


由 Hopf 引 理 得 Ar = 0 f š 
& Y yeye, DES . 
故 根据 定理 4 的 条 件 和 (3.53) 式 可 得 
n I i K I 
| PPW S T TE 
故 由 定理 4 的 条 件 得 r =0， 又 由 于 M" 是 伪 脐 子 流 形 , 故 M" 是 全 脐 子 流 形 . 
定理 4 证 毕 ，. 


r[-(n +1)S +nH? + 
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